
Kh�lles de Mathématiques - MPSI 3

Semaine 28 : Espaes a�nes

Damien DESFONTAINES - damien.desfontaines�ens.fr

Cours 1 : Une appliation a�ne est une isométrie si et seulement si sa partie linéaire est orthogonale : démon-

stration.

Cours 2 : Il existe une unique ré�exion qui éhange deux points donnés : démonstration.

Cours 3 : Il existe une unique similitude envoyant [A,B] sur [A′, B′] : démonstration.

Cours 4 : Classi�ation des isométries en dimension 3.

Exerie 1 (moyen) : Soit f une isométrie telle que M →
∥

∥

∥

−−−−−→
Mf (M)

∥

∥

∥
soit onstante. Montrer que f est une

translation.

(Démo : On raisonne ave les milieux : pour que

−−−−→
Af (A) =

−−−−→
Bf (B) pour tout ouple (A,B), il faut que Af (A) f (B)B soit

un parallélogramme. On rend don I milieu de [A,B] et J milieu de [A, f (B)]. On alule

−→
IJ et

−−−−→
Jf (I) par le théorème de

Thalès, on utilise l'inégalité triangulaire pour montrer que 'est la même hose et pouf 'est �ni.)

Exerie 2 (moyen) : Trouver l'ensemble des isométries planes qui laissent invariant un ensemble de quatre

points formant un arré.

(Démo : On remarque que et ensemble est un groupe, et que haque élément de e groupe laisse invariant l'isobaryentre

O du arré. On bidouille et on trouve huit appliations di�érentes qui onviennent. Pour montrer que e sont les seules, on

prend f une isométrie qui onvient, on la ompose par une rotation pour envoyer A sur lui-même, et ette omposition envoie

aussi O sur O. C'est don soit l'identité soit une ré�exion d'axe AB, et 'est un as qu'on a déjà géré.)

Exerie 3 (sale) : Dans l'espae eulidien orienté R
3
, soit r la rotation d'angle θ autour de l'axe orienté et

dirigé par le veteur unitaire

−→u . Montrer que :

r (−→x ) = cos (θ)−→x + sin (θ) (−→u ∧−→x ) + 2 (−→u |−→x ) sin2
(

θ

2

)

−→u

Exerie 4 (di�ile) : Théorème de Carathéodory. Soit E un espae a�ne réel de dimension n, m ∈ N, et

(x1, .., xm) ∈ Em
. On onsidère une ombinaison onvexe des xi : x =

∑

n

i=1
tixi, où les ti sont tous positifs et où

∑

n

i=1
ti = 1. Montrer qu'on peut réérire ette ombinaison onvexe de sorte qu'au plus n+1 des ti soient non nuls.

(Démo : Réurrene sur m. Si m ≤ n + 1, il n'y a rien à montrer. Sinon, on ommene par remarquer que les (xi) sont

a�nement liés, 'est à dire qu'il existe des (λi) tels que
∑m

i=1
λixi = 0, et tels que

∑m

i=1
λi = 0 (ça se voit en remarquant que

les xi − x0 sont linéairement liés). De plus, on peut supposer que les ti sont tous non nuls (sinon, on applique l'hypothèse de

réurrene). Don, d'après e qu'on vient de dire, on a pour tout α :

∑m

i=1
(ti + αλi) xi = 0. Il su�t don de prendre le plus

petit α tel que l'un des ti + αλi soit nul, et on se ramène au as préédent.)
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Exerie 5 (vraiment di�ile) : Soit K une partie onvexe fermée bornée non vide d'un espae eulidien réel

de dimension �nie. Soit Γ un ensemble d'appliations a�nes de E envoyant K dans lui-même et qui ommutent

deux à deux. Montrer que Γ a un point �xe dans K, 'est à dire qu'il existe a ∈ K tel que u (a) = a pour tout

u ∈ Γ.

Note : ça néessite le théorème de Bolzano-Weierstrass, et le as �Γ in�ni� néessite le théorème de Borel-Lebesgue.

(Démo : ommençons par le as Γ = {u}. On prend x0 ∈ K, et on étudie alors la suite xn = 1

n

(

x0 + ... + un−1 (x0)
)

. Cette

suite est à valeurs dans K, il existe une sous-suite qui onverge vers un élément a, et omme u (xn)− xn = 1

n
(un (x0)− x0)

tend vers 0, on a u (a) − a = 0. Le as Γ = {u1, ..., ur} se traite par réurrene : on étudie l'ensemble K′
onstitué des

points de K laissés �xes par {u1, ..., ur−1}. K
′
est non vide par hypothèse de réurrene, fermé (image réiproque de {0}

par x →
∑

‖ui (x)− x‖, ou bien on fait une suite, 'est ontinu, ça marhe), et borné. Or, K′
est stable par ur (véri�ation

immédiate, les ui ommutent) : d'après e qu'on a déjà montré, on sait que ur a un point �xe dans K′
, et don e point est

�xe par Γ (hey, ette démonstration rahe du feu). Après, et là t'as des étoiles dans les yeux, pour Γ quelonque, si on note

Ku l'ensemble des points �xes par u, on a ∀ (u1, ..., ur) ∈ Kr
,

⋂r

i=1
Kur

6= ∅, et le théorème de Borel-Lebesgue permet de

onlure que

⋂

u∈Γ
Ku 6= ∅ vu que les Ku sont des fermés.)

Exerie 6 (plut�t simple) : Soit F un sous-espae a�ne de R
n
. Donner une ondition néessaire et su�sante

pour que F engendre R
n
.

(Solution : F doit être E tout entier, ou bien un hyperplan non vetoriel.)

Exerie 7 (di�ile - ENS) : Soit E un K-espae vetoriel. Montrer que E est la réunion d'un nombre �ni

de sous-espaes vetoriels strits si et seulement si K est �ni. Dans le as �K �ni�, trouver le nombre minimum de

sous-espaes néessaires.

Exerie 8 (assez faile) : Théorème de Thalès. Énoner et démontrer le théorème de Thalès pour un espae

a�ne sur un orps (ommutatif) quelonque.

Exerie 9 (di�ile) : Lemme de Radon, théorème de Helly. Montrer que tout ensemble A = {a1, ..., ad+2} ⊂ R
d

admet une partition en deux parties A1 et A2 telles que Conv (A1)∩Conv (A2) 6= ∅ ('est le lemme de Radon). Puis,

si on note ∆i = Conv (A\ {ai}), montrer que

⋂d+2

i=1
∆i 6= ∅. En�n, montrer que si X1, ... , Xn sont des onvexes de

R
d
, où n ≥ d+ 1 et où ∀I ⊂ {1, ..., n}, Card (I) = d + 1 ⇒

⋂

i∈I
Xi 6= ∅, alors

⋂

n

i=1
Xi 6= ∅ ('est le théorème de

Helly).

(Démo : Pour le lemme de Radon, on dit que les équations en λi

∑d+2

i=1
λiai = 0 et

∑d+2

i=1
λi ont une solution (vu qu'il y a

d+ 1 équations pour d variables), on sépare ette solution en oe�ients négatifs d'un �té et positifs de l'autre, et ça nous

donne nos deux ensembles. La deuxième question est très simple, il su�t de voir que i est dans l'une des deux parties A1 ou

A2 et don que l'autre partie est inlue dans ∆i. Pour la dernière question, on étudie d'abord le as n = d+2 : pour haque

j, on prend ai ∈
(
⋂n

i=1
Xi

)

\ {Xj}, on applique le tru préédent à l'ensemble obtenu, ça fournit un point qui est dans tous

les ∆j , mais par dé�nition, on a ∆j ⊂ Xj , don ça su�t pour onlure. Puis, on fait une réurrene en remplaçant Xn−1 et

Xn par Xn−1 ∩Xn.)
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