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Kh�lles de Mathématiques - MPSI 3

Semaine 10 - Fontions dérivables

Damien DESFONTAINES - damien.desfontaines�ens.fr

Cours 1 : Théorème de Rolle, appliation au théorème des aroissements �nis.

Cours 2 : Formule de Taylor-Lagrange, inégalité de Taylor-Lagrange. Démonstration.

Cours 3 : Fontions onvexes : dé�nition, interprétation graphique, aratérisation.

Exerie 1 (piégeux) : Soit une fontion f : R → R dérivable, qui s'annule en une in�nité de

points. Montrer que sa dérivée s'annule aussi en une in�nité de points.

Exerie 2 (assez faile) : Soit f : R
+ → R onvexe et bornée. Montrer que f est déroissante.

En déduire que si f : R → R véri�e les mêmes hypothèses, f est onstante.

Exerie 3 (di�ile - X MP 2006) : Trouver un exemple de fontion f : R → R dérivable

véri�ant ∀x ∈ R, (f (x))2 + (1 + f ′ (x))
2
≤ 1. Montrer que et exemple est le seul possible.

(Indiations : Commener par trouver des informations sur f : aratère borné (ou non), monotonie (ou

non), limites en ±∞ (ou non)... Puis, par l'absurde, montrer que les limites qu'on obtient sont nulles toutes

les deux pour onlure.)

Exerie 4 (moyen, puis di�ile - X) : Soit E l'ensemble des fontions f : [0, 1] → R ontinues,

de lasse C2
sur ]0, 1[, véri�ant ∀x ∈ ]0, 1[, |f ′′ (x)| ≤ 1. Pour f ∈ E , on note A (f) = f (0) −

2f
(

1
2

)

+ f (1). Montrer que A est bornée, déterminer M = supf∈E A (f), et résoudre l'équation

A (f) = M dans E .

(Indiations : Poser pour simpli�er g (t) = f
(

t+ 1

2

)

− f (t) : on peut ainsi réérire A (f) en fontion de g

plus simplement, et ça nous permet par exemple d'user et d'abuser du théorème des aroissements �nis

pour trouver M . Trouver un exemple de fontion telle que la borne soit atteinte ne devrait pas poser de

problème. Pour résoudre totalement l'équation, il est utile de ommener par avoir des renseignements

supplémentaires de régularité sur f et g : sont-elles C1
? Une fois qu'on l'on a prouvé que oui, on peut

érire l'expression de g′ (t) sous forme intégrale, et ça devrait su�re pour onlure.)

Exerie 5 (moyen - ENS) : Soit f : R → R une fontion onvexe. Montrer que si f admet un

minimum loal, il s'agit d'un minimum global. Que dire de l'ensemble des points où e minimum

est atteint ? On suppose de plus que f est dérivable, et qu'il existe un réel a tel que f ′ (a) = 0 :

montrer que f admet en a un minimum global. Pour �nir, on suppose que f est deux fois dérivable,

et qu'il existe α > 0 tel que ∀x ∈ R, f ′′ (x) ≥ α : montrer que f possède un minimum unique. Cela

reste-t-il vrai si on a uniquement ∀x ∈ R, f ′′ (x) > 0 ?

(Indiation : Non. Pas besoin.)

Exerie 6 (vraiment di�ile - ENS) : Soient (f1, ..., fn) des fontions onvexes et ontinues sur
[0, 1]. Montrer qu'on a ∀x ∈ [0, 1], sup (f1 (x) , ..., fn (x)) ≥ 0 si et seulement si il existe n réels

positifs α1, ... , αn véri�ant

∑n

i=1 αi = 1, et ∀x ∈ [0, 1],
∑n

i=1 αifi (x) ≥ 0.

(Indiation : Commener par trouver le sens trivial. Pour l'autre sens, raisonner par réurrene. Pour n = 2,
on pose h = sup (f1, f2), et on s'amuse : on montre que h est ontinue, onvexe, qu'elle admet un minimum

en un point x0 véri�ant f1 (x0) = f2 (x0), que e minimum est unique, que les dérivées à gauhe de f1 et

f2 sont de signes opposés en x0, on rend ette dérivée nulle, on montre que ça marhe. L'hérédité est une

blague en omparaison de l'initialisation.)
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Exerie 7 (moyen - ENS) : Soit P un polyn�me de degré impair, et f ∈ C∞ (R,R) une fontion
telle que ∀n ∈ N, ∀x ∈ R,

∣

∣f (n) (x)
∣

∣ ≤ |P (x)|. Que dire de f ?

Exerie 8 (moyen - X) : Soit f ∈ C∞ (R+,R) véri�ant f (0) > 0, f ′ (0) > 0 et lim+∞ f = 0.
Montrer qu'il existe x1 > 0 tel que f ′ (x1) = 0, puis montrer qu'il existe une suite stritement

roissante (xn)n∈N∗ telle que ∀n ∈ N
∗
, f (n) (xn) = 0.

(Indiation : Construire la suite par réurrene, en montrant que 'est possible à haque étape. Pour ela,

un raisonnement par l'absurde et une appliation intelligente de la formule de Taylor-Lagrange devraient

aboutir à quelque hose de sympa.)


