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Semaine 25 : Topologie

Damien DESFONTAINES - damien.desfontaines�ens.fr

Cours 1 : Dé�nitions de la norme d'une appli
ation linéaire, équivalen
e entre 
elles-
i.

Cours 2 : Ouvert, fermé : dé�nition, 
ara
térisation.

Cours 3 : Adhéren
e, intérieur : dé�nition, 
ara
térisation.

Exer
i
e 1 (astu
ieux, mais à 
onnaître) : Montrer que GLn (K) est dense dans Mn (K), où K = R ou C.

Exer
i
e 2 (piégeux) : Soient A et B deux 
ompa
ts d'un espa
e ve
toriel normé. Montrer qu'il existe (a, b) ∈
A ×B tels que ‖a− b‖ = inf {‖x− y‖ | (x, y) ∈ A×B}. Est-
e toujours vrai si A est seulement fermé ? Si A et B

sont tous les deux seulement fermés ?

(Démo : on fait des suites qui tendent vers l'inf, et on extrait des sous-suites en faisant bien ga�e à prendre l'une en

fon
tion de l'autre, sinon ça mar
he pas. Si A est seulement fermé, on se ramène à la première question en prenant

A′ = A ∩ {x ∈ E | d (x,B) ≤ d (A,B) + 42}, borné. Dans le dernier 
as, 
'est juste faux : prendre

{

(x, y) ∈ R2 | xy = 1
}

et {(1, x) | x ∈ R} pour s'en 
onvain
re.)

Exer
i
e 3 (assez fa
ile) : Supposons qu'une suite de matri
es (An)n∈N

onverge vers une matri
e A, que

∀n ∈ N, An soit inversible, et que

(

A−1
n

)


onverge vers une matri
e B. A est-elle inversible, et si oui, quel est son

inverse ? Cela reste-t-il vrai si

(

A−1
n

)

ne 
onverge pas ?

Exer
i
e 4 (X - amusant) : Soit u : Rn → Rm
une appli
ation linéaire. Montrer si l'image de tout ouvert par

u est un ouvert, alors u est surje
tive (en fait, 
'est une équivalen
e, mais 
'est 
haud).

(Démo : Sens ⇐, u (B (0, 1)) est ouvert, pouf. Pour la ré
iproque, u (B (0, 1)) est 
onvexe, borné, symétrique par rapport à

0, la réunion de ses homothétiques vaut Rm
, don
 la jauge asso
iée est une norme, équivalente à l'une des normes usuelles,

don
 u (B (0, 1)) 
ontient une boule de 
entre 0, et par homothétie et translation, tout ouvert de Rn
a une image ouverte

dans Rm
.)

Exer
i
e 5 (Centrale - di�
ile) : Soit E = Cn
. Pour tout f ∈ L (E), on note ρ (f) = sup {|λ| | λ ∈ Sp (f)}.

Soit ν une norme sur L (E). Montrer que ρ (f) ≤ limp→∞

(

ν (fp)
1

p

)

; on pourra 
ommen
er par supposer que ν est

la norme subordonnée à une norme de E. Montrer que si la matri
e est diagonalisable, 
'est une égalité.

(Démo : Si ν est subordonnée à ‖.‖, on a |λ| ≤ ν (fp)
1

p
pour toute valeur propre λ, et tout p ∈ N∗

: il su�t de montrer

que le terme de droite 
onverge. Si on l'appelle xp et qu'on note l = min {xp | p ∈ N∗}, ǫ > 0 et p ∈ N∗
tel que xp ≤ l + ǫ,

on obtient, si n − 1 = pq + r est la division eu
lidienne de n − 1 par p, ν (fn) = ν
(

(fp)q ◦ fr+1
)

≤ ν (fp)q ν
(

fr+1
)

, don


l ≤ xn ≤ x
pq/n
p x

(r+1)/n
r+1 ≤ (l + ǫ)pq/n max (x1, ..., xr+1)

(r+1)/n
, et 
e majorant tend vers l + ǫ, 
e qui prouve la 
onvergen
e

qu'on voulait. Si 
'est pas le 
as, on en
adre par équivalen
e des normes, et pouf. Pour la deuxième question, il su�t de

diagonaliser.)

Exer
i
e 6 (superfa
ile) : Soit O un ouvert d'un espa
e ve
toriel normé E. Montrer que Ve
t (O) = E.

Exer
i
e 7 (plut�t fa
ile) : Soit E = C0 ([0, 1] ,R) muni de la norme in�nie, et F = {f ∈ E | f (0) = f (1)}.
Trouver l'adhéren
e et l'intérieur de F .
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Exer
i
e 8 (ENS - di�
ile) : Soit E un espa
e préhilbertien réel, et (e1, ..., en) ∈ En
. On note F = {−1, 1}

[[1,n]]
.

Cal
uler

∑

σ∈F ‖
∑n

i=1 σ (i) ei‖
2
. Montrer que si E = C ([0, 1] ,R), la norme ‖.‖

∞
n'est équivalente à au
une norme

eu
lidienne, et montrer qu'il en va de même pour les normes ‖.‖p, pour p ∈ [1,+∞[\ {2}.

(Démo : Pour la première question, une ré
urren
e donne 2n
∑n

i=1 ‖ei‖
2
. Pour la suivante, on prend n fon
tions �en pi
�

véri�ant que quand l'une est non nulle, les autres sont nulles, et qui ont la même norme in�nie (par exemple, 1). On applique

la question 1, on en
adre par la norme in�nie par l'absurde et on trouve un bug. La dernière, 
'est la même 
hose.)

Exer
i
e 9 (superfun) : SoitX une partie d'un espa
e ve
toriel normé. Montrer que l'ensemble







X,
◦

X,X,
◦

X,
◦

X,
◦

X,

◦

◦

X, ...







est �ni. Bonus : 
al
uler son nombre maximal d'éléments.

(Démo, version 
ourte :

◦

◦

X =
◦

X, en e�et si U est ouvert, U ⊂ U , on rajoute un rond et une barre, et pouf U ⊂
◦

U ; et si F

est fermé,

◦

F ⊂ F don


◦

F ⊂ F . Ça su�t pour montrer que 
'est �ni. Le nombre maximal d'éléments est 7 : en e�et,

◦

◦

X =
◦

X,


ar si F est fermé,

◦

F ⊂ F , on rajoute une barre et un rond, et pouf

◦

◦

F ⊂
◦

F ; et U est ouvert, U ⊂ U , don
 U ⊂
◦

U . Un

ensemble qui réalise 
e maximum, 
'est par exemple (Q ∩ [0, 1]) ∪ [1, 2[∪]2, 3] ∪ {4} (ne pas se moquer, 
'est di�
ile de faire

plus simple).)

Exer
i
e 10 (assez di�
ile, mais indispensable) : Théorème de Borel-Lebesgue. Soit X une partie 
ompa
te

d'un espa
e ve
toriel normé E. Montrer que pour tout r > 0, il existe une suite �nie (x1, ..., xp) de X telle que

X ⊂
⋃p

k=1 B (xk, r). Soit (Ui)i∈I un re
ouvrement ouvert de X . Montrer qu'il existe un réel r′ > 0 (appelé �nombre

de Lebesgue� du re
ouvrement), tel que ∀x ∈ X , ∃i (x) ∈ I, B (x, r′) ⊂ Ui(x). En déduire le théorème de Borel-

Lebesgue.

(Démo : Pour le 1, on fait une suite par l'absurde et pouf. Pour le 2, on fait une suite par l'absurde et repouf. Pour le 3, on

prend le nombre de Lebesgue du re
ouvrement d'après 2, il existe un p-uplet (xi) qui mar
he bien d'après 1, ils sont tous

in
lus dans les Ui(xi) et en
ore pouf. Dans l'autre sens, on prend un re
ouvrement par des boules ouvertes, on en extrait un

re
ouvrement �ni et pou�nal.)
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